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1. Цели освоения дисциплины 

 

Целями освоения дисциплины является формирование у обучающихся определенного 

ООП (п.5 Общей характеристики ООП) состава компетенций для подготовки к 

профессиональной деятельности. 

 

Код 

компетенции 

 

Наименование 

компетенции 

Индикаторы достижения компетенций 
Составляющие результатов освоения 

(дескрипторы компетенций) 

Код 

индикатора 

Наименование 

индикатора достижения  

 

Код Наименование 

УК(У)-1 

Способен осуществлять 

поиск, критический 

анализ и синтез 
информации, применять 

системный подход для 

решения поставленных 
задач 

И.УК(У)-1.1 
Анализирует задачу, 
выделяя ее базовые 

составляющие 

УК(У)-1.1В1 

Владеет опытом применения 

законов естественных наук и 

математических методов и 
моделей для решения задач 

теоретического и прикладного 

характера 

УК(У)-1.У1 

Умеет решать задачи 

теоретического и прикладного 

характера 

УК(У)-1.31 

Знает законы естественных наук 

и математические методы 

теоретического характера 

ОПК(У)-1 

Способен применять 

фундаментальные 

знания, полученные в 
области математических 

и (или) естественных 

наук, и использовать их 
в профессиональной 

деятельности 

И.ОПК(У)-

1.2.  

Применяет 

математический аппарат 

систем обыкновенных 
дифференциальных 

уравнений, 

вариационного 
исчисления в инженерной 

деятельности 

ОПК(У)-

1.2В1  

Владеет математическим 

аппаратом вариационного 
исчисления для проведения 

теоретического исследования и 

моделирования физических и 
химических процессов и 

явлений, а также, для решения 

профессиональных задач 

ОПК(У)-
1.2У1  

Умеет решать вариационные 
задачи  

ОПК(У)-

1.2З1  

Знает основные понятия и 
теоремы вариационного 

исчисления  

 

 

2. Место дисциплины (модуля) в структуре ООП 

 

Дисциплина относится к базовой части Блока 1 учебного плана образовательной 

программы. 

 

3. Планируемые результаты обучения по дисциплине 

 

После успешного освоения дисциплины будут сформированы результаты обучения: 
Планируемые результаты обучения по дисциплине Индикатор 

достижения 

компетенции 
Код Наименование 

РД 1 В результате изучения дисциплины студент должен знать: 

определение нормальной системы дифференциальных уравнений; определение 

фундаментальной системы решений линейной однородной системы; структуру 

общего решения системы линейных дифференциальных уравнений; 

классификацию точек покоя автономной системы; определение функционала и его 

первой и второй вариации; определение сильного и слабого экстремума 

функционала; необходимые и достаточные условия слабого и сильного экстремума 

для вариационной задачи с закрепленными концами 

И.УК(У)-1.1 

И.ОПК(У)-1.2. 

РД 2 В результате изучения дисциплины студент должен уметь: 

решать системы дифференциальных уравнений с помощью первых интегралов; решать 

системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами; 

И.УК(У)-1.1 
И.ОПК(У)-1.2. 



 

использовать матричный метод интегрирования линейных систем; интегрировать 

линейные системы с помощью степенных рядов; находить особые точки системы 

линейных дифференциальных уравнений и их классифицировать; решать 

вариационные задачи с закрепленными концами и их обобщения; решать 

вариационные задачи на условный экстремум; использовать необходимые и 

достаточные условия сильного и слабого экстремума для исследования на экстремум 

функционала в задаче с закрепленными концами; использовать прямые методы 

вариационного исчисления 

РД 3 В результате изучения дисциплины студент должен владеть: 

опытом применения математических методов и моделей для решения задач 

теоретического и прикладного характера 

математическим аппаратом вариационного исчисления для проведения 

теоретического исследования и моделирования физических и химических 

процессов и явлений, а также для решения профессиональных задач 

И.УК(У)-1.1 

И.ОПК(У)-1.2. 

 

Оценочные мероприятия текущего контроля и промежуточной аттестации представлены в 

календарном рейтинг-плане дисциплины. 

 

 

4. Структура и содержание дисциплины 

 

Основные виды учебной деятельности 
Разделы дисциплины Формируемый 

результат 

обучения по 

дисциплине 

Виды учебной деятельности Объем 

времени, ч. 

Раздел 1.  

Системы дифференциальных 

уравнений 

РД1 

РД2 

РД3 

Лекции 12 

Практические занятия 12 

Лабораторные занятия  

Самостоятельная работа 30 

Раздел 2.  

Вариационное исчисление 

РД1 

РД2 

РД3 

Лекции 12 

Практические занятия 12 

Лабораторные занятия  

Самостоятельная работа 30 

 

Содержание разделов дисциплины: 

 

Раздел 1. Системы дифференциальных уравнений 

 

Нормальные системы дифференциальных уравнений. Векторная форма записи 

системы. Задача Коши. Сведение системы к одному уравнению порядка n. Решение систем 

методом исключения. Автономные системы. Фазовое пространство. Геометрическая и 

механическая интерпретация. Первые интегралы нормальной системы. Понижение порядка 

системы при помощи первых интегралов. Линейные системы дифференциальных уравнений 

и свойства их решений. Определитель Вронского и его свойства. Фундаментальная система 

решений линейной однородной системы. Фундаментальная матрица. Структура общего 

решения линейной однородной и неоднородной систем. Метод вариации произвольных 

постоянных. Линейные системы с постоянными коэффициентами. Характеристическое 

уравнение системы. Нахождение ФСР в случае различных корней характеристического 

уравнения. Структура ФСР в случае кратных корней характеристического уравнения. 

Матричный метод интегрирования линейных систем. Интегрирование линейных систем с 

помощью степенных рядов. Особые точки однородной линейной системы второго порядка с 

постоянными коэффициентами. Классификация точек покоя. 

  

Темы лекций: 



 

1. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Первые интегралы.  
2. Системы однородных линейных дифференциальных уравнений.  
3. Линейные однородные системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. 
4. Фундаментальная матрица и ее свойства.  
5. Линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений. Метод Лагранжа вариации 

произвольных постоянных. 
6. Линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений со специальной правой частью. 
 

Темы практических занятий: 

1. Метод исключения (сведение системы дифференциальных уравнений к одному уравнению). 
2. Нахождение интегрируемых комбинаций. Симметрическая форма системы дифференциальных 

уравнений.  
3. Интегрирование однородных линейных систем с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера. 
4. Интегрирование неоднородных линейных систем с постоянными коэффициентами. Метод вариации 

произвольных постоянных (метод Лагранжа). 
5. Интегрирование неоднородных линейных систем с постоянными коэффициентами. Метод 

неопределенных коэффициентов. 
6. Контрольная работа по теме “Системы дифференциальных уравнений”. 

 

 

Раздел 2 Вариационное исчисление 

 

Примеры задач, приводящих к постановке вариационных проблем. Функциональные 

пространства. Понятие функционала. Непрерывность функционала. Линейный функционал. 

Дифференцируемость функционала. Первая вариация функционала. Сильный и слабый 

экстремум. Необходимое условие экстремума функционала. Основная лемма вариационного 

исчисления. Лемма Дюбуа-Реймона. Вариационная задача с закрепленными границами. 

Уравнение Эйлера. Регулярные экстремали. Случаи понижения порядка уравнения Эйлера. 

Обобщения простейшей задачи вариационного исчисления: функционалы от нескольких 

функций, функционалы с производными высшего порядка, функционалы от функций многих 

переменных. Задача с подвижными границами.  Условия трансверсальности. Задача 

Лагранжа. Необходимые условия экстремума при наличии голономных и неголономных 

связей. Изопериметрическая задача. Квадратичный функционал. Вторая вариация 

функционала. Необходимые условия слабого и сильного экстремума: условие Лежандра, 

условие Якоби, условие Вейерштрасса. Поле экстремалей. Достаточные условия сильного и 

слабого экстремума. Понятие о прямых методах вариационного исчисления. Конечно-

разностный метод Эйлера. Метод Ритца.  

 

Темы лекций: 

1. Функционалы. Основные понятия и определения. 
2. Простейшая задача вариационного исчисления. 
3. Обобщения простейшей задачи вариационного исчисления. 
4. Задача с подвижными границами. 
5. Задачи на условный экстремум. 
6. Необходимые и достаточные условия второго порядка. 
 

Темы практических занятий: 

1. Понятие функционала. Непрерывность функционала. Линейный функционал.  

2. Вариационные задачи с неподвижными границами. Уравнение Эйлера. Случаи понижения порядка 

уравнения Эйлера.  

3. Функционалы от нескольких функций. Функционалы с производными высшего порядка. 

Функционалы от функций многих переменных. Необходимые условия экстремума. 
4. Вариационные задачи с подвижными границами. Условия трансверсальности. 

5. Задача Лагранжа. Необходимые условия экстремума при наличии голономных и неголономных 



 

связей. 
6. Контрольная работа по теме “Вариационное исчисление”. 

 

 

 

5. Организация самостоятельной работы студентов 

 

Самостоятельная работа студентов при изучении дисциплины (модуля) предусмотрена 

в следующих видах и формах: 

 Работа с лекционным материалом, поиск и обзор литературы и электронных 

источников информации по индивидуально заданной проблеме курса; 

 Изучение тем, вынесенных на самостоятельную проработку; 

 Поиск, анализ, структурирование и презентация информации; 

 Выполнение домашних заданий, расчетно-графических работ и домашних 

контрольных работ; 

 Подготовка к лабораторным работам, к практическим и семинарским занятиям; 

 Подготовка к оценивающим мероприятиям. 

 

 

6. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины  

 

6.1. Учебно-методическое обеспечение 
 

 Основная литература 

 

1. Агафонов, С. А. Математика в техническом университете: учебник: в 21 выпуск / С. 

А. Агафонов, А. Д. Герман, Т. В. Муратова. — 5-е изд., стер. — Москва: МГТУ им. 

Н.Э. Баумана, 2007 — Выпуск 8: Дифференциальные уравнения — 2011. — 347 с. — 

ISBN 978-5-7038-2484-2. — Текст: электронный // Лань: электронно-библиотечная 

система. — URL: https://e.lanbook.com/book/106546  — Режим доступа: для авториз. 

пользователей. 

2. Романко, В. К. Курс дифференциальных уравнений и вариационного исчисления: 

учебное пособие / В. К. Романко. — 4-е изд. (эл.). — Москва: Лаборатория знаний, 

2015. — 347 с. — ISBN 978-5-9963-3013-3. — Текст: электронный // Лань: 

электронно-библиотечная система. — URL: https://e.lanbook.com/book/70785. — 

Режим доступа: для авториз. пользователей. 

3. Хеннер, В. К. Обыкновенные дифференциальные уравнения, вариационное 

исчисление, основы специальных функций и интегральных уравнений: учебное 

пособие / В. К. Хеннер, Т. С. Белозерова, М. В. Хеннер. — Санкт-Петербург: Лань, 

2017. — 320 с. — ISBN 978-5-8114-2592-1. — Текст: электронный // Лань: 

электронно-библиотечная система. — URL: https://e.lanbook.com/book/96873  —  

Режим доступа: для авториз. пользователей. 

4. Жабко, А. П. Дифференциальные уравнения и устойчивость: учебник / А. П. Жабко, 

Е. Д. Котина, О. Н. Чижова. — Санкт-Петербург: Лань, 2015. — 320 с. — ISBN 978-5-

8114-1759-9. — Текст: электронный // Лань: электронно-библиотечная система. — 

URL: https://e.lanbook.com/book/60651  — Режим доступа: для авториз. пользователей. 

5. Высшая математика для технических университетов. Учебное пособие. В 5 частях. Ч. 

5: Дифференциальные уравнения  / В. Н. Задорожный, В. Ф. Зальмеж, А. Ю. 

Трифонов, А. В. Шаповалов; Национальный исследовательский Томский 

политехнический университет (ТПУ), Физико-технический институт (ФТИ), Кафедра 

высшей математики и математической физики (ВММФ). — Томск: Изд-во ТПУ, 2014. 

- URL: http://www.lib.tpu.ru/fulltext2/m/2015/m135.pdf  — Режим доступа: из 

https://e.lanbook.com/book/106546
https://e.lanbook.com/book/70785
https://e.lanbook.com/book/96873
https://e.lanbook.com/book/60651
http://www.lib.tpu.ru/fulltext2/m/2015/m135.pdf


 

корпоративной сети ТПУ. - Текст: электронный. 

 

Дополнительная литература 

 

1. Краснов, М. Л. Вариационное исчисление: учебное пособие для вузов / М. Л. Краснов, 

Г. И. Макаренко, А. И. Киселев. — Москва: Наука, 1973. — 191 с.: ил. — Текст: 

непосредственный. 

http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/simple/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C40774 

2. Дифференциальные и интегральные уравнения, вариационное исчисление в примерах 

и задачах: учебное пособие / А. Б. Васильева, Г. Н. Медведев, Н. А. Тихонов, Т. А. 

Уразгильдина. — 2-е изд. — Москва: ФИЗМАТЛИТ, 2005. — 432 с. — ISBN 5-9221-

0628-7. — Текст: электронный // Лань: электронно-библиотечная система. — URL: 

https://e.lanbook.com/book/59405. — Режим доступа: для авториз. пользователей. 

3. Методы математической физики. Основы комплексного анализа. Элементы 

вариационного исчисления и теории обобщенных функций : учебное пособие / В. Г. 

Багров, В. В. Белов, В. Н. Задорожный, А. Ю. Трифонов;  Томский политехнический 

университет ; Томский государственный университет ; Московский институт 

электроники и математики. — Томск: Изд-во НТЛ, 2002. — 672 с.: ил. — Текст: 

непосредственный. 

http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/advanced/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C42910 

4. Краснов, Михаил Леонтьевич. Сборник задач по обыкновенным дифференциальным 

уравнениям: учебное пособие / М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко. — 3-е 

изд., перераб. и доп. — Москва: Высшая школа, 1978. — 287 с.: ил. — Текст: 

непосредственный. 

http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/advanced/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C37361 

5. Дифференциальные уравнения. Практикум: учебное пособие / Л. А. Альсевич, С. А. 

Мазаник, Г. А. Расолько, Л. П. Черенкова. — Минск: Вышэйшая школа, 2012. — 382 

с. — ISBN 978-985-06-2111-5. — Текст: электронный // Лань: электронно-

библиотечная система. — URL: https://e.lanbook.com/book/65407  — Режим доступа: 

для авториз. пользователей. 

 

6.2. Информационное и программное обеспечение 

 

Internet-ресурсы (в т.ч. в среде LMS MOODLE и др. образовательные и библиотечные 

ресурсы): 

1. http://www.lib.mexmat.ru - Электронная библиотека ММФ МГУ; 

2. http://www.mathnet.ru - Общероссийский математический портал; 

3. http://www.benran.ru - Библиотека по естественным наукам РАН; 

4. http://eqworld.ipmnet.ru – Научно-образовательный сайт EqWorld – Мир 

математических уравнений; 

5. http://window.edu.ru – Единое окно доступа к образовательным ресурсам.  

Информационно-справочные системы: 

Профессиональные базы данных и информационно-справочные системы доступны по 

ссылке: https://www.lib.tpu.ru/html/irs-and-pdb 

 

Лицензионное программное обеспечение (в соответствии с Перечнем   лицензионного 

программного обеспечения ТПУ): 

Zoom Zoom; 7-Zip; Adobe Acrobat Reader DC; Adobe Flash Player; AkelPad; Cisco Webex 

Meetings; Document Foundation LibreOffice; Google Chrome; Microsoft Office 2007 Standard 

Russian Academic; Mozilla Firefox ESR; Tracker Software PDF-XChange Viewer; WinDjView; 

ownCloud Desktop Client 

 

http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/simple/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C40774
https://e.lanbook.com/book/59405
http://catalog.lib.tpu.ru/files/names/document/RU/TPU/pers/27495
http://catalog.lib.tpu.ru/files/names/document/RU/TPU/pers/22013
http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/advanced/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C42910
http://catalog.lib.tpu.ru/catalogue/advanced/document/RU%5CTPU%5Cbook%5C37361
https://e.lanbook.com/book/65407
http://www.lib.mexmat.ru/
http://www.mathnet.ru/
http://www.benran.ru/
http://eqworld.ipmnet.ru/
http://window.edu.ru/
https://www.lib.tpu.ru/html/irs-and-pdb


 

7. Особые требования к материально-техническому обеспечению дисциплины 

В учебном процессе используется следующее оборудование: 

 
№ Наименование специальных помещений Наименование оборудования 

1.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации 

634034, Томская область, г. Томск, Советская 

улица, д. 73, стр. 1 140 

Активная акустическая система RCF K70 5 Bt - 4 шт.; 

Экран Projecta 213*280 см - 1 шт.; Микрофон ITC 

Escort T-621A - 1 шт.; Аналоговый микшерный пульт 

BEHRINGER XENYX Q802USB - 1 шт.; 

Доска аудиторная настенная - 1 шт.;Комплект учебной 

мебели на 108 посадочных мест; 

Компьютер - 1 шт.; Проектор - 1 шт. 

2.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации 

634034, Томская область, г. Томск, Советская 

улица, д. 73, стр. 1 141 

Активная акустическая система RCF K70 5 Bt - 4 шт.; 

Экран Projecta 213*280 см - 1 шт.; Микрофон ITC 

Escort T-621A - 1 шт.; Аналоговый микшерный пульт 

BEHRINGER XENYX Q802USB - 1 шт.; 

Доска аудиторная настенная - 1 шт.;Комплект учебной 

мебели на 96 посадочных мест; 

Компьютер - 1 шт.; Проектор - 1 шт. 

3.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации 

634028, Томская область, г. Томск, Ленина 

проспект, 2, строен. 1 309 

Комплект учебной мебели на 30 посадочных мест 

Компьютер - 1 шт.; Проектор - 1 шт. 

4.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации 

634034, Томская область, г. Томск, Советская 

улица, д. 73, стр. 1 421 

Доска аудиторная настенная - 1 шт.;Шкаф для 

документов - 2 шт.;Комплект учебной мебели на 20 

посадочных мест; 

Компьютер - 1 шт.; Телевизор - 1 шт. 

5.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации (компьютерный 

класс) 

634034, Томская область, г. Томск, Советская 

улица, д. 73, стр. 1 330 

Комплект учебной мебели на 15 посадочных мест; 

Компьютер - 12 шт.; Принтер - 1 шт.; Проектор - 1 шт. 

6.  Аудитория для проведения учебных занятий 

всех типов, курсового проектирования, 

консультаций, текущего контроля и 

промежуточной аттестации 

634034, Томская область, г. Томск, Советская 

улица, д. 73, стр. 1 515 

Доска аудиторная поворотная - 1 шт.;Комплект 

учебной мебели на 24 посадочных мест; 

Компьютер - 1 шт. 

 

Рабочая программа составлена на основе Общей характеристики образовательной 

программы по направлению 12.03.01 Приборостроение (приема 2020 г., очная форма 

обучения). 

 

Разработчик(и): 

 
Должность Ученая степень, ученое звание ФИО 

Профессор д.ф.-м.н., профессор Трифонов А.Ю. 

 

Программа одобрена на заседании ОМИ  ШБИП (протокол от «30» июня  2020 г. № 20) 

 

Заведующий кафедрой - руководитель отделения 



 

на правах кафедры отделения контроля и диагностики, _________________ / А.П. Суржиков / 

д.ф.-м.н.         подпись 

 

 


